Mathematik 3 — MB — Ubungsblatt 3
. D H BW s+ OSUNGSVORSCHLAGE***
Duale Hochschule

Baden-Wiirttemberg Themen:

Stuttgart Mehrfachintegrale — Doppelintegrale

Aufgabe A1:
Bestimmen Sie die Werte der folgenden Doppelintegrale:

3 7x/2

a) I=I J.cos(f)dydx;..

x=1 y=0

by I= T ju v)-e“dvdu=..

u=1v=—

»? x

c) I—I I Ydxdy = ...

y=0x=0

Lésungen:
Normale Cosinus -
Integration, Umkehrung
der Kettenregel

3 g2 /ﬁ 3

y /2 .

a) I= I _[cos(x)dydx— I[x sm( ) dx = I [x sm ) x-sm(O)]dx= dex

x=1y=0 x=1 x=1

= [%lell %_% 4

by I= Iju v)-e“dvdu

u=1v=—

Innere Integration:

v=1
U Hier moglich, da
unabhéngig von v!

AuBere Inteqration'

—u

=e - [” —3+u +%] =2u-e Funktionsterm

fir die duBere
Integration

erselzen

;'::L; ggz__e =2 [—u e’ E +2- I

:2-[— et e =2 et (), =2 et (A1) 4 2.2 ¢
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=-2¢ " (A+1)+4de ' =1(A)

Y~

GRENZWERTBILDUNG: lim /(1) = 0+4e™ =~ 1,4715
Ao I'Hospital

Lo 1 s 1 '
c) I= _[ Ieydxdy= I[y-ey:l dy = I—y]dy %yz]yzo
o \D h B v

=l-e'—e'-1.1"-0+1-0=1

Aufgabe A2:

Die in Figur 1 skizzierte trapezférmige Grenzflache A zweier dielektrischer Medien enthalt
die ortsabhingige Oberflachenladung o(x,y)=k-x%y mit k=15-10"" As/cm®. Berechnen

Sie die Gesamtladung Q auf der Grenzflache nach der Formel
0= ”0'()6, y)dA .
(4)

yiom i

5 R A L

Grenzilache

4 xfcm

Figur 1: Trapezférmige Grenzflache.
Losung:

x=0undx =4

. Grenzflache
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Aus der Skizze sind die Integrationsgrenzen zu entnehmen. Da y von x abhangt, inte-

grieren wir zuerst nach y . Es ist dabei G(x,y): k-x?-y.

Q:@J. Ixy)dydx k - “ xzyz]mdx k- J.(;x x+l )d I.x +2x° +x )dx

x=0 y=0

Méglich, da von den \-/ e
Variablen unabhéngig! o lliedas s el

—b i iyt 1) =k 2065610 As

Aufgabe A3:

Berechnen Sie mit Hilfe der Integralrechnung das Volumen der Dreieckspyramide, die durch
die Koordinatenachsen im kartesischen Koordinatensystem und die Ebene mit der Koordi-

natengleichung x, +2x, +3x; =12 im ersten Oktanten begrenzt wird.

X3

X4

Figur 2: Skizze der gesuchten Dreieckspyramide.
Loésung:

Losung ohne Integralrechnung:

Aus der Koordinatengleichung kénnen wir sofort die drei Spurpunkte ablesen:

= <> £1 =
X, +2x, +3x; =12 1 2 3 =1 [ Davon die Kehrwerte

nehmen

/ ergibt

55(0/0/4) / /
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Da wir eine Pyramide mit der Grundflaiche A, vorliegen haben, kdnnen wir wie folgt das

Volumen derselben berechnen:

Losung mit Integralrechnung:

Hier formen wir erst einmal nach z (z = x,) um (nach den anderen Variablen ist dies aber

auch moglich):

X +2x, +3x, =12 5> x+2y+3z=12<z=4-1x+3y

Die Integrationsgrenzen entnehmen wir aus folgender Skizze (Betrachtung der Pyramide von

//' [ y FAN
’
! Y 6
7/
U
/ 90°,
// F r
’ 4 g
’

12/x

oben):

12

Nun kénnen wir das Integral aufstellen ( z ist die Integrandfunktion, die Grenzen sind dem

rechten Teil der Skizze zu entnehmen) und berechnen:

1
6——

12 * . N
Vo= [[2(x,y)da= | J-(4—%x—%y}]ydx:I[4y_%xy_%yz]i:g 0

(4) x=0 y=0 x=0

I
—_—
AN
_—
(o)
|

=
=
~—
|
|—
=

12
(6= x) 4+ (6—+x) Jix = J24-2v-2x a2+ 20—’ i
x=0

x=0
12
[ —2xe2le= [ -2 120 = 3127 127 412012 = 351277
x=0

:%=48VE

Etwas umstandlicher die ,L6sung ohne Integralrechnung®, aber es funktioniert!
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Aufgabe A4:

Bestimmen Sie den Schwerpunkt S der zwischen der Parabel y =—x" —2x und der x-

Achse gelegenen Flache.

y:

|

|

|
’
|

I

1

—
Lo X
Figur 3: Parabel und Schwerpunkt.

Losung:
Wir bendtigen fur die Berechnung erst einmal den Flacheninhalt. Diesen kdnnen wir mit dem

stinknormalen Einfachintegral berechnen'’:

Fldachenberechnung:

A= jz(—x2 —2x)dx= [—§x3 —xz]?z =+
)

|
[\
N—"
o
I
A
|
w]oo
I
[SIES
=]
gl

AnschlieBend kénnen wir uns der eigentlichen Schwerpunktberechnung zuwenden, indem

wir die Formel aus dem Skript bemuihen. Durch die offensichtliche Symmetrie zur Achse

x =-—1 muss der x-Wertdes Schwerpunkts natirlich x; =—1 sein:

Berechnung des Schwerpunktes (nur der y -Wert ist zur berechnen): _

i 3 ¢ z—x 2x 3 1 e
S:%J.J.ydA—Z I -[ydydx—z- J‘[%y] :Z 5 _[( x° —2x
(4) 3 x=2 =0 x=—2 x=22
IEF% j‘(x“+4x3+4x2)dx:%-[%x5+x4+§x3]2=2 % [52—16+%]=%1—6=§

x=-2

Damit ist der Schwerpunkt S(— 1/%)

Aufgabe A5:
Die in Abbildung 3 skizzierte trapezformige Flache wird von unten von der Geraden y = mx

berandet.

' Dies sollte Sie vor keine nennenswerten Probleme stellen, zumal wir nur eine ganzrationale Funktion zu integrieren haben!
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a) Wie muss man die Steigung m wahlen, damit der Flachenschwerpunkt S auf der y -
Achse liegt?

b) Bestimmen Sie die genaue Position des Schwerpunktes.
v

2

4

*S y=mx

~\

Figur 4: Schwerpunktanpassung.

Losungen:

a) Damit der Schwerpunkt auf der y-Achse liegt, missen wir x; =0 fordern. Die

Grenzen beim Integrieren ergeben sich aus Figur 4. Wir formulieren daher:

302 4 3 2
:%J.J.XdA:%J. J.xdydx=0:>.|. J.xdydxzo

(4) x==2 y=mx x=-2 y=mx

Integralberechnung:

J jxdydx— T e Jloxmmehis=f 5], ~9-om-4-3

x==2 y=mx x=—2

=5- m 0:>m——

b) Um die Koordinaten des Schwerpunkts zu bestimmen, missen wir nur noch die y -
Koordinaten berechnen, die x-Koordinate kennen wir bereits aus Teil a). Zuerst
kimmern wir uns den Flacheninhalt, den wir nach der bekannten Formel aus dem 2.

Semester berechnen:

A= [(f(x) = g(x))dx

fur den Flacheninhalt zwischen den Schaubildern zweier Funktionen f und g in den

gegebenen Grenzen.
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Fldcheninhalt:

.3[(2—%x)dx= [2x—%x2]i2 —112—45FE A

x==2

Berechnung der fehlenden Koordinate:

yo = ([ = Hw L [

(A) =2y x=—-2 x=—2

14 ' 14 14 875 98
2x— A P TR I S L
25 -3 ]2 125 fo-fi+a-3 125 98 98

T125
Der Schwerpunkt ist also S(O/l).

Aufgabe AG6:

Berechnen Sie / = _U(S-q/xz +y° +4}lA. Die Flache istin Figur 5 abgebildet.
(4)

v

& i
W E

Figur 5: Flache fiir Aufgabe 6.
Losung:
Aufgrund der Rotationssymmetrie bietet es sich an, in Polarkoordinaten zu rechnen. Dazu

mussen wir die Transformationsregeln beachten:

X=r-cospundy =r71"-sing

I= ”( %7 +y +4):L4 zfi[ rcosgo Jr(rsingo)2 +4j-rdrd(0

(A4) @=0r=1

j j3r +4r)frdg0 27 - j3r 4r)dr—27r [r +2r] =2r-42=84r

@»=0r=1 r=1
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Aufgabe A7:

Berechnen Sie den Flacheninhalt 4 des im ersten Quadranten gelegenen Flachenstiicks,
das durch die Kurve »=1+sin’ @ und den Einheitskreis berandet wird (», ¢ sind Polarko-

ordinaten, Figur 6 zeigt die Flache).

r=1+singp

1

Figur 6: Flache zu Aufgabe 7.
Losung:

Die Integrationsgrenzen sind Figur 6 zu entnehmen. Dabei gilt:

Damit kdnnen wir die Flachenberechnung unter Berilicksichtigung der Transformationsregeln

durchfihren:
A= ﬁdA _[ 1+m_f:;irdgo H ]Hsm ? = % f(sin4¢+2sin2 (o)dgo =..
(4) p=0 r=l 9=0
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