Mathematik 3 — MB — Ubungsblatt 4

D H BW *+| OSUNGSVORSCHLAGE**

Themen:
Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg Mehrfachintegrale — Hier zumeist Dreifach-

STyt integrale

Aufgabe A1:

Berechnen Sie

I = T j ]frz-sin((o)dzdrd(p.
p=n r=0 z=r

Losung:

Wir berechnen das Integral in drei Schritten, von innen nach aul3en:

Schritt 1 — Integration nach z

»2
1 2 . rz 1l 5 3
rz smgo =gz r-sme|_ =3sm@-\r’—r

Schritt 2 — Integration nach r

1
j Lsing- r —r3))dr:7sm(o-[%r6—%r4]lr=0:—ﬁsingo

Schritt 3 — Integration nach ¢

1
—=-sin = —5;-|—cos 5| cos(27)—cosl(7) | = —
s o4 Fesol, = 1 solor) o) -
Aufgabe A2:

Welches Volumen V' besitzt ein Korper, der durch Drehung der Kurve z =1+ cosx mit

0<x <7 um die z-Achse entsteht?

Losung:
Wir tragen zuerst einmal die Daten zusammen, welche wir fir die Berechnung des Volumens
mittels eines Dreifachintegrals bendtigen. Da ein Drehkdrper vorliegt, bietet es sich an, in

Zylinderkoordinaten zu rechnen und die Ersetzungsregel aus der Vorlesung zu benutzen.

Drehkérper:
Da ein Drehkérper vorliegt, durfen wir einfach x durch r ersetzen:

ersetzen

z=1+cosx———=——>z=1+cosr
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Betrachten wir nun das Schaubild der Funktion:

vy=H+COS(X)

125

0.75|
os|

0.25|

0.25|

Skizze: Schaubild der Funktion im in der Aufgabe genannten Bereich.

Flr die einzelnen Variablen erhalten wir (gemaf der Zeichnung und weil ein Drehkdrper
vorliegt) die folgenden Intervalle:

e FiUrz:von z=0 bis z=1+cosr
e FiUr r:von r=0 bis r =x (siehe Skizze, Nullstelle dort)

e Fir ¢:von ¢ =0 bis ¢ =27 (Drehkérper, d.h. eine volle Umdrehung)

Damit kénnen wir (unter Berlcksichtigung der Transformationsregeln), das Integral aufstellen

und berechnen:

7 l+cosr T

V:IIIdV:T I jrdza’rd(t)zzjr T[rz]lzf(f”drdgo=2f I(r+r-cosr)drdgo

) e=0r=0 z=0 »=0r=0 @=0r=0

Integration nach ¢ zuerst, da Integrandfunktion
unabhangig davon = Faktor 2r

s
=2m- I(r+r-cosr dr=27r-[%r2+cosr+r~sinr]”_ =27r-{”—;+cos7r+7r-g T
pl r=0 ——

=1 =0
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Aufgabe A3:
Die durch den Kreis x> +z” =2 und die Parabel z = x> begrenzte Fliche erzeugt bei der

Rotation um die z-Achse einen Rotationskorper, dessen Volumen V' zu bestimmen ist.

Losung:
Zuerst einmal mussen wir feststellen, wie die Integrationsgrenzen lauten. Mit Hilfe einer

Skizze und einer kleinen Rechnung wollen wir das bewerkstelligen.

¥-= SQRT(2-¥%2)
Y =knz

17 16 -1.5 -1.4 13 12 -11 -1 0.9 -0.8 0.7 0.6 -0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0| 01 02 03 04 05 06 07 08 0,0 1. 11 12 13 14 15 16

-0.25[

Skizze: Der Kreis und die Parabel aus Aufgabe A3.

Um die x-Werte der Schnittpunkte zu erhalten, missen wir eine kleine Rechnung durch-
fuhren:

xP+z2=2

2

} einsetzen liefert : z + z* =2=z=1=yx,==%1
zZ=X

z = -2 |6st die Gleichung zwar auch, aber es gibt dann keine reelle Zahl fur x, so dass die

Kreisgleichung erflillt werden kann. Da wir einen Drehkérper berechnen wollen, kénnen wir

wieder x durch r ersetzen:

e Firz:von z=r>bis z=+2-7"
e Fir r:von r=0 bis r =1 (siehe Skizze, Schnittpunkte dort betrachten)

e Fir ¢:von ¢ =0 bis ¢ =27 (Drehkérper, d.h. eine volle Umdrehung)

Damit kénnen wir das Volumenintegral aufstellen, wobei wir die Transformationsregein

wieder beachten mussen.
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7

= fffar= [ | [rairao =2z [l=15 ar=2s-
) 0=0r=0 z=;> — o

Integration mit Substitution: u = 2 — r2 und damit

dann & = —2r, also dr = —1du

Keine Abhangigkeit vom Winkel

1
:27r-[—§-ﬂ(2—r2)3 —%r“} =2r- —%—%+%~2\/§+O]=8\/§T_7z2,2587VE

r=0

dr 27

Aufgabe A4:

Skizzieren Sie das im 1. Quadranten gelegene Flachenstick, das durch die Kurven
z=0,75x*, z=0,5x* +1 und x =0 berandet wird. Welches Rotationsvolumen ¥ entsteht
bei der Drehung dieser Flache um die z -Achse.

Losung:

v 40757572
v 0.75%%"2
¥ 057k 2+1

x

-

t t f t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t
of 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1 L2 1.3 14 15 16 17 18 19 2 21 22 23 24 25 26 27 2.8 29

0.5

Skizze: Die Schaubilder der beiden Funktionen und die eingeschlossene Flache.

Aus der Skizze ergeben sich, da ein Drehkdrper vorliegt, die folgenden Integrationsgrenzen,

wobei wir wieder x durch r ersetzen kbnnen:

e Fur z:von z=0,75¢% bis z=0,5r" +1

e Fir r: von r=0 bis r=2 (siehe Skizze, Schnittpunkte dort betrachten, diese
kdénnen auch ganz leicht berechnet werden)

e Fir ¢:von ¢ =0 bis ¢ =27 (Drehkérper, d.h. eine volle Umdrehung)

Nun kénnen wir das Integral aufstellen (Transformationsregeln beachten!).
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0, 5r241 5 2
0,57 +1 _ 1 3
V= 'U'[dV J. J. '[ rdzdrdp =271 - Jrz 0,75r2dr—27z- '[( i +r)dr
) _9=0r=02z=0,75r> =0

=2z Lrt et =212 41.2240-0|=27 ~ 63 VE

=1

Aufgabe AS5:

Auf einem L-férmig eingezaunten Stlck Wiese ist an der linken oberen Ecke eine Ziege mit
einer Leine der Lange p (,roh“) angebunden. Die Bezeichnungen fiir die Malie der Wiese
finden Sie in Abbildung 1. Fur die Lange der Leine soll gelten, dass diese mindestens weiter
als bis zur Ecke P geht und maximal so lang ist, wie die kurzere der beiden Kanten a oder

f . Mathematisch formulieren wir das wie folgt (versuchen Sie diese Ungleichungskette

nachzuvollziehen!):

Ve +b* < p<min{a, f}

Welche Flache kann die Ziege damit also abgrasen?

Tipp:

Berechnen Sie zuerst, welche Flache im Rechteck mit den Kanten e und f abgegrast
werden kann. Berechnen Sie das dann auch fir das Rechteck mit den Kanten a und
b. Uberlegen Sie sich anschlieRend, wie diese beiden Rechtecke kombiniert werden

konnen.

a

b

o

6)

Abbildung 1: Das von der Ziege abgegraste Gebiet.
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Losung:

Welches der beiden Rechtecke wir zuerst berechnen, ist egal (Wir nehmen das mit den
Kanten e und f). Wir kénnen nachher einfach die Variablen austauschen. Fur den
Flacheninhalt verwenden wir ein Doppelintegral. Dabei laufen die Variablen x und y in den
folgenden Grenzen:

e Firx:Von x=0 bis x=e.

e Fir y: Fir jedes x kann die Ziege die Langen von y =0 bis y=+/p° —x* in y-
Richtung zurlcklegen (Projektion des Seils auf die y -Achse).

a

b
zugehdrige y-Werte
f .
x-Achse
; >
()

Damit konnen wir die erste der beiden Flachen berechnen:

e PZ*XZ e

A, = J. J.dydx = J.w/pz — x” dx =Integraltafel aus dem 2. Semester (damit man das Ding
x=0 y=0 x=0

H — |x 2 2 Pz mn X —_e 2 2 Pz mn £
auchelnmalbraucht)—[g-qlp - X +T-arcsm;t—7-1/p —e” +5--arcsin .

Bei dem Rechteck mit den Abmessungen a und b ergibt sich ganz analog (ohne Rechnung,

einfach in die eben gefundene Formel einsetzen)

—b.p?—p? +£ . arcsinl
A, =3-4/p” —b" +4--arcsin .

Bilden wir nun 4, + 4, , so zahlen wir das Rechteck mit den Kanten e und b doppelt (siehe

Skizze oben), womit wir es abziehen mussen. Es ergibt sich:

2 . 2 .
A=A +4,-be=%-p’ —e’ +5--arcsin£ +4-/p? —b* +4--arcsin £ — be
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Aufgabe A6:

Die Gesamtmasse eines Korpers K erhadlt man, indem man seine Dichte p Uber das

Volumen integriert, d.h.

M=J]deV.

Mit diesem Wissen berechne man die Masse eines geraden Zylinders mit Radius R und
Hohe 2R, dessen Dichte von der Symmetrieachse nach aufen linear von 0 auf 1 zunimmt.
Gehen Sie dabei in folgenden Schritten vor:

a) Uberlegen Sie sich, dass die Dichte unabhéngig von der Hohe und dem Winkel

immer p(r) =% sein muss, wenn man Polarkoordinaten verwendet und begriinden

Sie diese Funktionsgleichung.
b) Stellen Sie das Integral in Polarkoordinaten auf, wobei Sie den Korrekturterm aus der
Vorlesung nicht vergessen sollten. Berechnen Sie den Wert des Integrals im

Anschluss.

Abbildung 2: Zum Dichteverlauf in dem in Aufgabe A6 beschriebenen Zylinder.

Losungen:

a) Nimmt die Dichte linear mit dem Abstand von 0 auf 1 zu, muss p(0)=0 und
p(R) =1 gelten. Setzen wir das in die Geradengleichung ein, so ergibt sich der

geforderte Funktionsterm, wenn r» die Laufvariable ist.
b) Wir berechnen das Volumen (mit Korrekturterm), wobei wir einige Schritte zusammen

durchfihren (z.B. Integration nach z und ¢ in einem Schritt, was durch die

konstanten Integrationsgrenzen mdglich ist (hierdurch ist die Integrationsreihenfolge

auch egal)):
27 R 2R 27rR2R2 R2 )R
M=([[pav=[[[sav=[ [ [4 rdzdrdp= [ [ [%dedrdp=27"[[zz]",
K K @=07r=0z=0 @=0r=0z=0 r=0

=2r- ]i2rzdr :27r~[%r3]f=0 =%7[R3 ME

r=0
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Aufgabe AT7:
Was andert sich an Aufgabe A6, wenn die Dichte von der Symmetrieachse nach auflen
linear von 1 auf 0 abnimmt. Welcher der beiden Zylinder (der hier oder aus Aufgabe AB) ist

massereicher?

Losung:
Gleiche Argumentation wie in Aufgabe A6, wobei p(0)=1 und p(R)=0 ist, ergibt eine

Dichtefunktion p mit p(r)=1-%. Damit kénnen wir die gleiche Rechnung wie in A6

durchfihren:
2z R 2R 2r R 2R
K K 9=0r=02=0 9=0r=0 z=0
normaler Zylinder mit #=2 R und Radius R aus Aufgabe A6

=27R*> -4 7R’ = 27R° ME
Damit ist das Volumen des Zylinders in Aufgabe A6 das grofere.

Aufgabe A8:

Hinweis I:
Verwenden Sie Kugelkoordinaten
X=r-cose-sind,y =r-sing-sind und z = r - cos I
Hinweis II:
Wenn Sie nach Kugelkoordinaten transformieren, muss die Integrandfunktion zu-
satzlich zur Ersetzung der Variablen nach den Formeln in Hinweis | mit 72 - sind

multipliziert werden. Es ist drdedd die Reihenfolge beim Integrieren.

Abbildung 3: Kugelkoordinaten im Bilde.
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a) Berechnen Sie die Masse einer Kugel K mit dem Radius R und der mit dem

Abstand zum Mittelpunkt linear von 0 auf 1 zunehmenden Dichte p . Uberlegen Sie
sich, dass in Kugelkoordinaten p =% gilt (analog zu Aufgabe AG).

b) Berechnen Sie das Tragheitsmoment J_ dieser Kugel bezuglich der z-Achse durch
den Kugelmittelpunkt (Formel S. 37 im Skript, p darf hier nicht herausgezogen

werden (Warum?)!).

Losungen:
a) Die Argumentation fur die Dichtefunktion ist ganz analog zu der Argumentation in
Aufgabe A6, sogar die Werte sind die gleichen. Damit kdnnen wir, mit dem Hinweis in
dem gelben Kasten, wie folgt die Masse berechnen:

w=[ffoar = [z -1 T |

T

r? sin Sdrdgd9 = | zf T%-singdm’(pdg

=)~

9=0 =0 r=0 9=0 =0 r=0
- j z'[[msm 9] dpd9 =2 j(RTsm 939 =27 -[- £ cos9f , =L -[-1-1]
9=0 =0 9=0
= 7R’ ME

b) Da die Dichte p nicht konstant ist, kann sie auch nicht aus dem Integral heraus-

gezogen werden. Wir mussen also den langen Weg gehen, wobei wir wieder in
Kugelkoordinaten rechnen, da es die Symmetrie des Problems gebietet. Fur den flr

das Tragheitsmoment bendtigten Abstand rechnen wir

rl=x*+y* =(r-cosg-sin9)’ +(r-sing-sin 9)° = r? -sinzlSl-(sinz(vacos2 (p)

=1

=r?.sin® 9.

Damit stellen wir nun die Formel von Seite 37 auf, wobei die Dichte mit ins Integral
muss. Diese kennen wir aus Aufgabenteil a) und den Korrekturterm aus dem gelben

Kasten.

V4 R

J.=|[[priav = | zj [ r2sin® 9.2 sin 9)drdpd 9 =
K 9=0 p=0 r=0

T T

2r R
5 .3 6 .3
[ [ [ sin® Ohdrdpad =am -2 [sin® 99 =
siche Aufgabenbl att 3
9=0 ¢=0 r=0 =0 in den Losungen

T
T

=2 '[singdg—écosg-sinzg :”Rfs-[—%cosg]’gzo =-2R° -[—1—1]:37st
9=0 % 9o
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