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Aufgabe A1: 
Beschreiben Sie die folgenden Kurven durch parameterabhängige Ortsvektoren und geben 

Sie jeweils den Tangentenvektor an: 

a) 24xy =  mit 0³x . 

b) Mittelpunktkreis mit Radius R  und mathematisch positivem Umlaufsinn. 

c) Gerade durch den Ursprung mit der Steigung 2=m . 

 

Lösungen: 
a) Wir können uns eine Parametrisierung für x  (so dass alle positiven reellen Zahlen 

vorkommen, weil 0³x !) überlegen und dann in y  einsetzen. 

Wir wählen z.B. 24tytx =Þ=  

 Damit erhalten wir ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
= 24t

t
trr  und durch komponentenweises Ableiten ergibt 

sich der Tangentenvektor1 ( ) ( )
( ) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

tt
t

tr
dt
d

dt
d

8
1

4 2
&r   für 0³t . 

b) Wir betrachten die folgende kleine Skizze: 

 
Skizze 1: Einheitskreis mit Sinus und Kosinus. 

 

Hier ist t=j  und damit ergibt sich, wenn einen Kreis mit Radius R  betrachten2, der 

Ortsvektor ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
×=

t
t

Rtr
sin
cosr

, welcher über die komponentenweise Ableitung den 

Tangentenvektor ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ-
×=

t
t

Rtr
cos
sin&r  liefert, wobei [ )p2;0Ît  (Winkel!). 

                                                
1 Haben wir im Folgenden mit der Leibniz-Notation niedergeschrieben, damit klar ist, was wie abgeleitet wird. 
2 Dieser erzeugt lediglich einen Streckfaktor ܴ. 

Wünsch Dir was, d.h. Wahlfreiheit! 
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c) Wie in a) setzen wir tx = . Dann überlegen wir uns, wie die Geradengleichung 

aussieht: 

Gerade: ®+= cmxy  Ursprungsgerade: mxy = xym 22 =¾¾®¾ =  

Damit haben wir tx =  und ty 2=  und analog zu a) und b) ergeben sich: 

Ortsvektor: ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

t
t

tr
2

r ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=¾¾¾¾¾ ®¾

2
1Ableiten

nweiseskomponente

tr&r  mit Ît ℝ. 

 

Aufgabe A2: 
Differenzieren Sie zweimal nach t . 

a) ( )
( )

( )÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

t
e

t
ta t

2cos

2sin
r

 

b) ( )
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

×
×

= -

-

t
te
te

ta t

t

sin
cos

r
 

 

Lösungen: 

 
a) Mit dem Hinweis ergeben sich unter Verwendung der Kettenregel in Komponente 1 

und 3 die folgenden beiden Vektoren: 

( )
( )

( )÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

×-

×
=

t
e

t
ta t

2sin2

2cos2
&r  und ( )

( )

( )÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

×-

×-
=

t
e

t
ta t

2cos4

2sin4
&&r  

b) Hier kommen in den Komponenten 1 und 2 die Kettenregel und die Produktregel 
zum Einsatz. Indem wir die Exponentialfunktion in eben diesen Komponenten 

ausklammern, erhalten wir: 

( )
( )
( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

×--
×+-

= -

-

1
cossin
cossin

t

t

ett
ett

ta&r  und 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-×=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-××--×+-
-××+-×--

= ---

--

0
cos

sin
2

0
1cossinsincos
1cossinsincos

t
t

eettett
ettett

ta ttt

tt

&&r  

Wir differenzieren hier mit den ganz normalen Regeln, eben nur für jede 
Komponente separat! 
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Dabei passiert es bei der zweiten Ableitung durch die Produktregel und den 

negativen Exponenten tatsächlich, dass nur jeweils eine der trigonometrischen 
Funktionen pro Komponente stehen bleibt! 

 

Aufgabe A3: 

Gegeben ist die folgende Raumkurve: ( ) ( ) ( ) zyx etetettr rrrr
×+××+××= 105sin25cos2 . 

Bestimmen Sie den Tangenten- und den Hauptnormaleneinheitsvektor sowie die Krümmung 

der Kurve für 4
p=t . 

 

Lösungen: 
Wir müssen hier nur die Formeln aus der Vorlesung verwenden. Hier sind sie zur 
Erinnerung: 

 
Wieder wird komponentenweise abgeleitet (mit Kettenregel), vorher notieren wir aber den 

Vektor in der bekannten Variante: 

( ) ( ) ( )
( )
( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
×
×

=×+××+××=
t

t
t

etetettr zyx

10
5sin2
5cos2

105sin25cos2
rrrr

 

Ableiten: 

( )
( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) 21015sin5cos10

105cos105sin10
10

5cos10
5sin10

1

22

222
Phytagoras

=++×=

=++-=Þ
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
×
×-

=

=
444 3444 21

&r&r

tt

ttrt
t

tr
 

Damit haben wir  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-
×=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-
×==

1
5cos
5sin

2
1

10
5cos10
5sin10

210
1 t

t
t
t

tr
trtT

&r
&rr

 

Diesen Vektor leiten wir nochmal ab: ( )
( )
( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-
-

=
0

5sin
5cos

2
5 t

t
tT&

r
. 

Formeln (immer in Abhängigkeit von ݐ bzw. einem anderen Parameter): 
Tangenteneinheitsvektor: ܶሬ⃗ = ௥̇⃗

ห௥̇⃗ห
 

Hauptnormaleneinheitsvektor: ሬܰሬ⃗ =
ሬ்⃗ ̇

ቚ ሬ்⃗ ̇ ቚ
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Dann ermitteln wir den Betrag, wobei wieder das einzige trigonometrische Additions-
theorem benutzen, welches wir auswendig wissen sollten: 

( ) ( ) ( )
2

55sin5cos
2

5

1

22 =+=
=

444 3444 21
&r tttT  

Damit haben wir ( ) ( )
( )

( )
( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-
-

==
0

5sin
5cos
t
t

tT

tTtN
&r

&rr
. 

Nun setzen wir nur noch für ࢚ den Wert  ࣊૝ ein! 

( )
( )
( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-×=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-×=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-
×=

2
1

1

2
1

1
2

1

1
cos
sin

2
1

2
1

2
1

4
5

4
5

4
p

p

pT
r

 

( )
( )
( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
×=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-
-

=
0
1
1

2
1

0
sin
cos

4
5
4

5

4
p

p

pN
r

 

Nun fehlt uns nur noch die Krümmung, wobei wir auf unsere Ergebnisse bisher zurück-

greifen und dann die folgende Formel verwenden können:  

 
Wir haben ja bereits folgende Vektoren und Beträge gefunden: 

( )
( )
( ) ( ) 210

10
5cos10
5sin10

=Þ
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-
= trt

t
tr &r&r  und ( )

( )
( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-
-

=
0

5sin50
5cos50
t
t

tr&&r  

Nun bilden wir das Kreuzprodukt nach dem bekannten Schema: 

 

Formel (Krümmung): 
Krümmung: 	ߢ = ห௥̇⃗×௥̈⃗ห

ห௥̇⃗ห
య  

 

Schema (Kreuzprodukt): 
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( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-×=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

+
-=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-
-

´
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-
=´

1
5cos

5sin
500

5cos5005sin500
5cos500

5sin500

0
5sin50
5cos50

10
5cos10
5sin10

22

Schema
t

t

tt
t

t
t
t

t
t

trtr &&r&r  

Damit ergibt sich: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) 4

1
22000

2500

210

15cos5sin500
3

222

3 ==
++×

=
´

=
tt

tr

trtr

&r

&&r&r

k , unabhängig von t ! 

Hiermit ist auch 4
1=k  für 4

p=t . 
 

Aufgabe A4: 

Bestimmen Sie für die Raumkurve ( ) ( )Tttttr 22=
r  die Bogenlänge für 10 ££ t  und die 

Krümmung sowie den Krümmungsradius für 1=t . 
 

Lösungen: 

Aus der Raumkurve ( )
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

=
2

2

t
t
t

trr  folgt der Tangentenvektor ( )
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

t

t
tr

2
1
2

&r  den wir für die 

Ermittlung der Bogenlänge benötigen. 

 
Damit erhalten wir: 

( ) ( )ò ò
= =

=+=++
1

0

1

0

2222 8116,118212
t t

dttdttt  

Nun berechnen wir die Krümmung. Die erste Ableitung des Ortsvektors haben wir ja bereits 

berechnet, die zweite ist ( )
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

2
0
2

tr&&r . Damit bilden wir nach dem Schema aus Aufgabe A3 

das Kreuzprodukt: ( ) ( ) Þ
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
==

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
´
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=´

2
0
2

22
01
22
22
01
22

2
0
2

2
1
2

t

t
t

t

t

t
trtr &&r&r Betrag: ( )

22

8202 222

=

=-++  

ݏ	 = නห⃗̇(ݐ)ݎห
௕

௧ୀ௔

 ݐ݀

Formel (Bogenlänge): 

Wird in einer Klausur 
angegeben! 
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Der noch benötigte Betrag zur Berechnung der Krümmung wurde bereits für das Integral 
berechnet. Daher erhalten wir für die Krümmung: 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )2

3
2

3
2

3

18

22

18

22

+
=

+
=

´
=

tttr

trtr
t

&r

&&r&r

k . 

Der Kehrwert ist der Krümmungsradius: 

( ) ( ) ( )
2

4
27

22
27

22
9

118

22:1
1

11
2
3

2
3

2
===

+×
==

k
r . 

Aufgabe A5: 

Gegeben sind die drei Vektoren ( ) ( )Ttttta 32=
r , ( ) ( )Tttttb 2sin2cos2=

r
 und 

( ) ( )Ttt teetc --=
r . Berechnen Sie die 1. Ableitung von 

a) ba
rr

·  b) cb rr
·  c) ba

rr
´  d) ca rr

´  
 

Lösungen: 
Wir gehen davon aus, dass die Berechnungen von Kreuz- und Skalarprodukt keine 
größeren Schwierigkeiten mehr bereiten. Daher geben wir hier nur die Ableitungsregeln 

für die jeweilige Aufgabe und die Ableitungen der drei gegebenen Vektoren an. 
 

Die Ableitungen: 

( )
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

23
2
1

t
tta&r , ( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-
=

t
t
t

tb
2
cos2
sin2

&r  und ( )
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

= -

-

1

t

t

e
e

tc&r . 

Die Rechnungen können hier auch ohne die Ableitungsregeln gerechnet werden, indem 

man erst die Produkte bestimmt und dann die Ableitungen bildet. Zum Einüben der 

Ableitungsregeln verwenden wir diese aber in der vorliegenden Aufgabe: 

a) ( ) ( ) ttttt
t

t
t

t
t
t

t
t
t

t
tbababa

dt
d cos22sin25

2
cos2
sin2

sin2
cos2

3
2
1

24

3

2

22

×++×+=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-
·
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
+

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
·
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=·+·=· &rrr

&r
rr

 

b) ( ) tetcbcbcb
dt
d t sin43a) Teilin   wieRechnung 2 ×-==·+·=· -&r

rr&rrr
 

c) ( )
( ) ÷

÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

×-×+
×+×--
×-×-

=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-
´
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
+

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
´
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=´+´=´

tttt
ttttt

ttttt

t
t
t

t
t
t

t
t
t

t
tbababa

dt
d

cos2sin22
cos6sin23

cos2sin64

2
cos2
sin2

sin2
cos2

3
2
1

2

233

323

3

2

22

&rrr
&r

rr
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d) ( )
( )
( )

( ) ÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

×+-
×---
×-+

==´+´=´
-

-

-

t

t

t

ett
ettt
ettt

cacaca
dt
d

2

23

232

31
32
33

c) Teilin   wieRechnung&rrr&rrr
 


